DUM-CoV, 4.V — M — Funkce Uhlu (16. - 22. 3. 2020)
Mili studenti,

tyto ucebni materialy vznikaji pribézné v dobé zdkazu vasi osobni pfitomnosti ve Skole. Jejich smyslem je umoznit
vam studovat i presto, e nebudete smét byt pfitomni na hodinach. Ctéte je jako knihu — od za¢atku do konce,
vykladové partie s porozuménim, idedlné s prepisovanim zakladnich poznamek do sesitl, priklady postupné reste
a jejich feseni piste i s postupy béiné do sesitl. Tentokrdt ovSsem, prosim, posilejte fotografie/skeny feseni
elektronicky, e-mailem, na hnyk@gybroumov.cz. Deadline pro nastudovani a odevzdani reseni bude vidy posledni
den rozmezi uvedeného v hlavi¢ce materidlu (v tomto ptipadé 22. 3. 2020).

Funkce uhlu

Pfi badani nad podobnosti Utvard jsme si fikali, Ze jakkoli sloZity utvar si nakonec rozlozime na Utvary
nejjednodussi mozné — na trojuhelniky — a budeme poté studovat jejich podobnosti. Vime také jiz, podle jakych
znak( pozname, Ze dva trojuhelniky jsou si podobné; nadto umime urdcit koeficient jejich podobnosti. Pojdme si vsak
povsimnout, jak je to s podobnostmi u toho druhu trojuhelnikd, ktery mame zatim prozkoumany nejlépe — u téch
pravouhlych.

Z definice maji vSechny pravouhlé trojuhelniky jeden vnitini Ghel pravy. Co tedy musi byt splnéno, aby si dva
pravouhlé trojuhelniky byly podobné? Bystry ctenar jisté bez namahy odpovi: ,Jeden dalsi vnitfni Ghel musi mit
stejnou velikost v obou trojuhelnicich!“ To je ovSem nesmirné zajimavy poznatek — prohlédnéte si nyni Obr. 1.
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Obr. 1 — Podobné pravouhlé trojuhelniky

Fakt, Ze jsou si trojuhelniky podobné, si miZeme snadno ovéfit — pomér podobnosti mezi prostfednim a levym
trojuhelnikem na Obr. 1 je k=2 — délka kazdé odpovidajici strany je dvojnasobkem délky strany levého trojuhelniku.
Mezi pravym a prostfednim trojuhelnikem potom odhalime pomér k=1,5. A konecné, mezi dvéma krajnimi
trojuhelniky snadno uréime pomér k=3.

Zajimavéjsi ovsem je povsimnout si, Ze zachovany diky podobnostem zUstavaji i poméry mezi délkami stran
jednotlivych trojuhelnikl — porovnejme treba poméry mezi vodorovnou odvésnou a preponou: U prvniho
trojuhelniku 2:2,5, u druhého 4:5 a u tretiho 6:7,5. KdyZz poméry vhodné rozsifime — prvni Sestkou, druhy trojkou
a treti dvojkou, zjistime, Ze jsou si vSechny rovny — 12:15. JestliZe ovSem tento pomér nezavisi na velikosti
trojuhelniku, na cem tedy?

Odpovéd je jiz v nazvu této kapitolky — tento pomér zavisi na velikosti vnitfnich uhl( v trojuhelniku —
konkrétné tedy uhld u pfepony, protoZe Uhel proti preponé je vidy pravy. Takovému stavu — kdyZ jedna veli¢ina
zavisi na druhé — fikdme funkce. MiliZeme tedy fikat, Ze pomér stran v pravouhlém trojuhelniku je funkci uhlu.
Madame tim na mysli, Ze se zménou velikosti Uhlu se bude ménit i pomér délek stran. A jak se méni?
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Nejprve si zavedeme spolecné znaceni, abychom méli jednodussi domluvu. KdyZ budeme hovofit
o ,standardné pojmenovaném pravouhlém trojuhelniku®, budeme mit na mysli trojuhelnik z Obr. 2.
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Obr. 2 — Standardné pojmenovany pravouhly trojuhelnik

Tento trojuhelnik ma tfi vrcholy A, B, C; tfi strany délek a, b, c; tfi vnitini Ghly o velikostech a, B a 90°; nejdelsi stranu
nazyvame prepona, dvé kratsi strany potom odvésny. Stranu a nazyvame protilehlou vzhledem k thlu a a pfilehlou
vzhledem k Uhlu B; analogicky stranu b nazyvame protilehlou vzhledem k thlu B a pfilehlou vzhledem k Uhlu a.

Pojdme nyni prozkoumat, jak vypadaji zavislosti nékterych vybranych pomér( délek stran na velikostech
nékterych vybranych ahll. Vasim Ukolem bude narysovat osm pravouhlych trojuhelnik(l s odvésnou b délky 5cm
a Uhlem a o velikosti postupné 10°, 20°, ..., 80°. S pomoci pravitka/mérfitka a jednoduché uvahy potom dopliite
nasledujici tabulku Tab. 1. Vyplnéné tabulky nafotte/naskenujte a poslete mi je na e-mail. Poméry stran vidy urcujte
s pfesnosti na dvé desetinnd mista. Napovéda pro Uvahy: Zkuste si pfedstavit, Ze Uhel a zmensujete aZ témér k nule
Ci zvétsujete aZz témér k 90° a pfijdte na to, jaké by byly délky stran a, c. Z nich potom urcete poméry.

Tab. 1 - Vysledky méreni
Uhel Délky stran Poméry délek stran jako desetinné Cislo
o [°] a[mm] |b[mm] |c[mm] |a:c b:c a:b b:a

0 50
10 50
20 50
30 50
40 50
50 50
60 50
70 50
80 50
90 50
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Vasim dalSim ukolem bude sestrojit ¢tyfi grafy — pro kazdy pomér z tabulky Tab. 1 jeden. Na vodorovnou osu zaneste
velikost Uhlu a ve stupnich, na svislou osu potom zaneste dany pomér (do prvniho grafu a:c, do druhého b:c atd.) —
nezapomente zvolit vhodné méfitko (grafy by mély mit velikost alespori 10x10 cm)! Do kazdého grafu nejprve
zaneste desitku bod0 ztabulky. Zanesené body potom od ruky prolozte hladkou carou. Vysledné grafy opét
nafotte/naskenujte a zaslete mi je e-mailem.

Pokud jste zpracovali predchozi uUkoly dfive, nez jste pokrocili ve Cteni az sem, vézte, Ze jste si pravé
postupné vytvofili grafy funkci sinus (sin), kosinus (cos), tangens (tg) a kotangens (cotg) pro ostré Uhly. Tyto nazvy
jste jiz mozna nékdy slyseli nebo je Cetli — minimalné tfeba na kalkuldtorech jste jejich zkratky jiz bezesporu objevili.
Nyni jiz znate jejich vyznam — vzhledem k Uhlu a:

e Pomér a:c, tedy pomér strany protilehlé ku pfeponé, nazyvame sinus a (sin a).

e Pomér b:c, tedy pomér strany pfilehlé ku preponé, nazyvame kosinus a (cos a).

®  Pomér a:b, tedy pomér strany protilehlé ku strané prilehlé, nazyvame tangens a (tg a).

®  Pomér b:a, tedy pomér strany prilehlé ku strané protilehlé, nazyvame kotangens a (cotg a).

Ve standardné pojmenovaném pravouhlém trojuhelniku tedy mizeme psat:

. a
sma =—
C

a b
;|COSX =— | tgax = — | |cotg¥ = —
b a

Nyni tedy zndme matematicka oznaceni jednotlivych pomérd — jenze k cemu nam budou dobré? Zamysleme
se, co jsme zatim dokdzali pocitat v pravouhlém trojuhelniku. Dokazali jsme urcit délku zbyvajici strany, kdyz jsme
znali délky libovolnych dvou stran — pomoci Pythagorovy véty. A to je tak vSechno. Uvédomme si, Ze nyni mame
v rukou velmi silny nastroj, ktery ndm pfi znalosti délek dvou stran umoZiiuje v trojuhelniku urcit velikosti vSech
vnitfnich uhll i délku zbyvajici strany. Ba dokonce, sta¢i ndm znat délku jediné strany a velikost jednoho vnitfniho
Uhlu (samozfejmé mimo toho pravého) a dokazeme ,resit” cely trojuhelnik — to znamena urcit délky vSech stran
a velikosti vSech vnitfnich ahl{. Postupné si ukaZzeme, jak tyto Ulohy fesit, ale neZ se do toho pustime, pojdme se
jesté trochu lépe sZit s goniometrickymi funkcemi — to jsou ony funkce uhlu, sin, cos, tg a cotg, které jsme si
predstavili v minulych fadcich (slovo ,,goniometrie” je sloZzeninou feckych slov ,,gonia“ — Uhel a ,,metron” - méfit).

Hodnoty goniometrickych funkci Ize uréovat nékolika zplsoby — pomoci kalkulatoru, z tabulek, nebo za uziti
nékterych Sikovnych trik( i jen s tuzkou a papirem. Postupné si ukaZzeme vSechny jmenované zplsoby, zaéneme vSak
tim nejpohodInéjsim — kalkuldtorem. Vasim dalsim uUkolem bude pouzit grafy, které jste peclivé narysovali
v pfedchozim ukolu, a odecist z nich hodnoty goniometrickych funkci pro Uhly zadané v Tab. 2. Potom své zavéry
ovérte na kalkulacce. Vyplnénou tabulku opét nafotte/naskenujte a poslete mi ji na e-mail.

Tab. 2 — Odectené a vypoctené hodnoty goniometrickych funkci
Odecteno z grafu Vypocteno kalkulatorem
o [°] sina cos a tga cotg a sina cos a tga cotg a
5
25
42
56
68
83
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Napovéda k zadavani do kalkulatoru: Nejprve se presvédcte, Ze Vas kalkulator je v médu stupnli (DEG). Pokud neni,
naleznéte zplsob, jak ho tam prepnout (nékdy pomoci tlacitka MODE + néjakého disla, jindy pomoci tladitka ,,DRG”
apod. — konzultujte navod ke kalkulatoru, Google, nebo se mi ozvéte a poslete foto kalkulacky). Potom jsou obvykle
dva druhy stroji — jedny s postupnym zadavanim (obvykle jednoradkovy digitdIni displej), druhé se syntaktickym
zadavanim (obvykle dvou a vice fadkovy displej, s moznosti zadavat zavorky, pismenka apod.).

e Pro kalkuldtory s postupnym zadavanim nejprve zadejte Uhel ve stupnich, poté zmacknéte tlacitko prislusné
funkce (sin/cos/tan). Vysledkem je pfislusny pomér stran.

e Pro kalkulatory se syntaktickym zadavanim nejprve zmacknete tladitko prislusné funkce (sin/cos/tan), poté
zadate uUhel ve stupnich, stlacite tlacitko pravé zdvorky (levad se obvykle napiSe automaticky se zadanim
funkce), abyste ji uzavreli, a ,=" pro vysledek.

Opacny postup — od pomeéru stran k uhlu

V tuto chvili by mohla zaznit zcela pfirozena otazka — jde to i naopak? Tedy, lze zjistit velikost Uhlu, kdyz
znam pomeér prislusnych stran? Vnimavy student jisté odpovi, Ze to samoziejmé mozné je — mame prece sestrojené
grafy! Z nich Ize odecist nejen pfislusSny pomér stran pro zadany uhel, ale mohu naopak odecist pfislusny uhel pro
zadany pomeér stran. A kdyzZ to umime my diky grafu, bezesporu takové Gdaje nalezneme i v tabulkach (v téch samych
— jen tentokrat budeme vyhledavat v pravém sloupci a zapisovat si hodnoty z toho levého, zatimco v predchozim
pfipadé tomu bylo naopak), nebo k jejich vypoctu pfiméjeme kalkulator. Pojdme si opét povédét, jak na to:

e Pro kalkulatory s postupnym zadavanim nejprve zadejte uhel ve stupnich, poté zmdacknéte Shift ¢i 2ndf
a nakonec zmacknéte tlacitko prislusné funkce (sin/cos/tan). Vysledkem je pfislusny thel. Povsimnéte si, ze
nad tlaéitky goniometrickych funkci (sin/cos/tan) jsou obvykle mensim pismem napisy (sin*/cos™/tan™) —
o jejich vyznamu se doctete nize.

® Pro kalkuldtory se syntaktickym zadavanim nejprve zmacknete tlacitko Shift ¢i 2ndf, poté tlacitko prislusné
funkce (sin/cos/tan), zadejte Uhel ve stupnich, stladite tla¢itko pravé zavorky (levd se obvykle napise
automaticky se zadanim funkce), abyste ji uzavreli, a ,=" pro vysledek. PovSimnéte si, Ze nad tlacitky
goniometrickych funkci (sin/cos/tan) jsou obvykle men3im pismem napisy (sin/cos/tan™) — o jejich
vyznamu se doctete nizZe.

A proc Ze jsou na kalkulatorech ty malické napisy nad jednotlivymi tlacitky? To jsou ony ,dalsi funkce” tlacitek.
Kalkulator totiz ma velké spousty funkci, ale z rozmérovych divodd nemuze mit tak velké spousty tlacite. Proto ma
vétsina z nich dvé i vice funkci. Treba tlacitko ,sin“, jehoz zakladni funkci je Fici kalkulaéce, Ze ma pocitat sinus
n&jakého Uhlu, ma druhou funkci ,sin™, jejimz smyslem je naopak Fici kalkulagce, Ze uZivatel chce zjistit, jakému
Uhlu je pfislusny zadany pomér stran.

V pfipadé goniometrickych funkci je ovéem zapis na vétsiné kalkulatord nestastny — to, co od dotyéného
tlacitka chceme, je ,opak goniometrické funkce”, nikoli ,,minus prvni mocnina goniometrické funkce”, jak by
naznacoval napis ,sin™“. Ve skute¢nosti jde o tzv. inverzni funkci, tedy funkci, ktera déla presny opak ne funkce

+1
pavodni — pro priklad: je-li f(x): y=2x—1, pak inverzni funkce je fa (x):y :xT. Jakto? Zkuste si dosadit

y z pGvodni funkce do té inverzni: f (f(x)) y :(2x——21)+1: x. Ceho jsme tady byli svédky? Prvni funkce
udélala z naseho cisla ,,x“ jiné Cislo ,2x-1“ (tfeba udélala z cihel diim). Inverzni funkce vzala vysledek jeji prace — tedy
Cislo ,,2x-1“ a udélala z néj zase zpatky pavodni cislo ,x“ (tfeba udélala zdomu zpét cihly). Déla tedy , presny opak”
nez plvodni funkce. Stejné je to sfunkcemi ,sin“ (déld z Ghlu pomér) a ,sin™ (déld z poméru Ghel). Jenie na
kalkulackach byva ona ,-1“ v hornim indexu, coZ je v matematice pozice pro exponent, tedy mocninu. Spravnéjsi
zapis je pouzit o par radkl vyse — ,,-1“ je v dolnim indexu — zde pak ,,-1“ opravdu znamena inverzni funkci. Ale uplné
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nejlepsi by bylo prozradit si, jak se nazyvaji funkce inverzni ke goniometrickym — ty se totiz nazyvaji cyklometrické
funkce a jmenuiji se:

e arkus sinus (arcsin) — inverzni k sinu (sin)

e arkus kosinus (arccos) — inverzni ke kosinu (cos)

e arkus tangens (arctg) — inverzni k tangens (tg)

e arkus kotangens (arccotg) — inverzni ke kotangens (cotg).

Je-li tedy napf. sin30°=0,5 , pak arcsin0,5 =30°. V poslednim ukolu této kapitolky si tedy vyzkousejte praci

s kalkulatorem i naopak — zjistéte, pro jaky uhel plati:

sina =0,7 cosa=0,2 rga =1 cotga =04
D=2 2 g=1 3 g=2 Aa=9

sina =0,32 cosa = 0,67 tga =0,82 cotga =091
) g=1 6) g=2 N a=1 8 a=1

Vysledky pfikladd opét nafotte/naskenujte a zaslete mi je e-mailem.



